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OZET: Bu makalede ortak ug noktasi olan iki ayrik aralikta tanimli olan kendine eslenik ikinci mertebeden
diferansiyel denklemden (Sturm-Liouville denklemi olarak adlandirilan diferansiyel denklemden), periyodik
smir sartlarindan ve verilmis araliklarin ortak ug noktasinda verilmis iki tane ek gecis sartlarindan olusmus
yeni tip bir sinir deger problemini inceledik. Inceledigimiz sinir deger probleminin bazi spektral 6zelliklerini
ispat ettik. Ayrica modifiye edilmis (bigimi degistirilmis) Rayleigh oranindan yararlanarak esas 6zdeger i¢in
bir tahmin elde ettik. y = 6 = 1 oldugu 6zel durumda, elde edilen sonuglar uygun gelen klasik sonuglara
indirgeniyor. Bu nedenle elde edilen sonuglar klasik sonuglar1 genellestiriyor.

Anahtar Kelimeler —Sturm-Liouville problemi, periyodik sinwr sarti, gegis sarti, Rayleigh orani

Some Quialitative Properties of a Periodic Sturm-Liouville Problem
With an Inner Singular Point

ABSTRACT: In this paper we study a new type of boundary value problem consisting of a self-adjoint
second-order differential equation (the so-called Sturm-Liouville equation) defined on two non-intersecting
intervals with a common end, periodic boundary conditions and two additional transmission conditions
specified at the common endpoint of the considered intervals. We proved some spectral properties of the
boundary value problem under consideration. In particular, we obtained an estimate of the principal
eigenvalue using a modified Rayleigh quotient. In the special case when y=6=1, the obtained results are
reduced to the corresponding classical results, so our results generalize the classical results.

Keywords— Sturm-Liouville problem, periodic boundary condition, transmission condition, Rayleigh quotient
1. Giris

Sturm-Liouville denklemleri, skaler potansiyeller kullanilarak dalga problemlerinin
formiile edilmesi ve vektor alanlarinin ve potansiyellerin skaler bilesenlerinin kullanilmasi
da dahil olmak iizere, elektromanyetik ile ilgili birgok uygulamalarda ortaya ¢ikar. Bazi
ozel ve klasik polinomlar ile yakindan ilgili olan Laplace ve Helmholtz denklemlerine
degiskenlerine ayirma yontemi uygulandiktan sonra Sturm-Liouville denklemleri ortaya
cikmaktadir. Sturm-Liouville sinir degeri problemlerinin diger Ornekleri Hermite
denklemleri, Airy denklemleri, Legendre denklemleri vb.'dir. Ayrica sicimlerin titresimi,
atomik pargaciklarin etkilesimi, elektrodinamik, aerodinamik, Diinyanin serbest salinimlari
gibi bir¢ok fiziksel siirecin matematiksel modeli kurulurken Sturm-Liouville 6zdeger
problemleri elde edilir (Edmonds, 1973; Gesztesy ve ark, 1973; Kong ve ark, 1973;
Sherstyuk, 1988; ve burada belirtilen referanslara bakiniz). Uygulamali matematik ve
fizigin farkli alanlarinda, i¢ tekil noktalardaki iletim kosullarmi da igeren sinir deger
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problemleri ortaya cikar. Bu tiir problemlere sinir deger iletim problemleri (SDIP) denir.
Ornegin, elektrostatik ve manyetostatikte sonsuz iletken bir tabaka boyunca 1s1 transferini
tanimlayan model problemi bir iletim problemidir (Huy ve Sanchez-Palencia; 1974).
Tamamen farkli bir bagka alan da, bir rezervuardan petrol iireten bir kuyuya petrol akisini
arttirmak icin kullanilan 'hidrolik kirilma'dir (Cannon ve Meyer; 1971). Iletim kosullariyla
ilgili baz1 problemler, ince tabakali bir plakanin termal iletim problemlerinde ortaya ¢ikar
(Titeux veYakubov; 1997). Son yillarda iki-aralikli Sturm-Liouville denklemleri igin sinir
deger problemlerinin baz1 nitel Ozellikleri yogun sekilde calisilmasina ragmen
(Allahverdiev ve Tuna, 2019; Ao ve Sun, 2014; Aydemir ve ark., 2018; Mukhtarov ve
Yiicel 2020; Mukhtarov ve ark. 2020; Sen, 2021; Wang ve ark. 2009; Ugurlu, 2020; Yiicel
ve Muhtarov 2023; Yiicel ve ark. 2023) u¢ noktalarda periyodik sinir kosullarma sahip
olan ve i¢ noktasinda siireksizlik sartlar1 iceren diferansiyel denklemler i¢in spektral
problemlerin baz1 6zellikleri literatiirde ilk defa Mukhtarov ve Aydemir (2021) tarafindan
calisilmaya baslanmustir. Ozdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin spektral teorideki rolii oldukga
onemlidir, ¢iinkii bu nicelikler hem matematik hem de matematik fizik problemlerinde
bir¢cok uygulamada sik¢a ortaya ¢ikmaktadir. Bu calismada, iki aralikli

Zu = —u"(x) + g()ulx) = Aulx),x € [-1,0) U (0,1] (1.1)
Sturm-Liouville denkleminden x=0 i¢ tekil noktada verilen
Ziu=u(—0) —yu(+0) =0 (1.2)
Z,u=u(-0)—-686u'(+0)=0 (1.3)
gecis sartlarindan ve de ug noktalarda verilen
Zu=u(-1)—u(1)=0 (1.4)
Zu=u(-1)—-u'(@1)=0 (1.5)

periyodik sinir sartlarindan olusan bir sinir deger probleminin 6zdegerlerinin ve bunlara
karsilik gelen 6zfonksiyonlarin bazi niteliksel 6zelliklerini inceleyecegiz. Burada q(x)
potansiyeli reel degerlidir, [-1, 0) ve (0, 1] araliklarinin herbirinde siirekli fonksiyondur ve
sonlu q(#+0) limitleri mevcuttur, y ve § sifirdan farkli reel sayilardir; A kompleks 6z deger
parametredir.

Bu ¢alismanin amaci, Sturm-Liouville problemi (1.1)-(1.5) i¢in 6zfonksiyon agilimi,
Parseval esitligi ve Rayleigh-Ritz formiilii (minimizasyon prensibi) gibi énemli spektral
ozellikleri incelemektir. Rayleigh orani kuantum mekaniginin yani sira kati hal fiziginde
kullanilan 6nemli bir yaklasim yonteminin temelidir. Ayrica ¢o6ziilemeyen kuantum
sistemlerinin enerji 6zdegerlerinin tahmininde kullanilir. Cogu zaman fiziksel problemlerde

A Ozdegerinin isareti oldukca onemlidir. Ornegin, Z—];—i—/lf:O denklemi baz1 1s1 akisi

problemlerinde ortaya ¢ikar. Burada pozitif A zaman i¢indeki listel azalmaya, negatif A ise
2

iistel bliylimeye karsilik gelir. %+Af = 0 titresim problemlerinde yalnizca pozitif A

'olagan' beklenen salmimlara karsilik gelir. Ozfonksiyonlar bilinmedigi i¢in Rayleigh oran
0zdegeri agikga belirlemek i¢in kullanilamaz. Ancak diferansiyel denklemi ¢6zmeden
Rayleigh oranindan ilging ve anlamli sonuglar elde edilebilir. Ozellikle 6zdegerlerin
tahmininde oldukca faydali olabilir.
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2. Temel ¢oziimler ve iletim-karakteristik fonksiyonu

(Aydemir ve Mukhtarov ; 2016) yontemini takip ederek (1.1) denkleminin sirasiyla
u(-1) =1, v'(-1) =0, (2.1)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢ozimiinii ¢4 (x, A),

u(+0) =~ b1 (0,1, u'(+0) = =~ (2.2)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii ¢, (x, 1),
u(H)=0u'(1) =1 (2.3)
baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii x,(x, A) ve
u(=0) = yxz(+0,1), u'(0) = 220D (2.4)

baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii x; (x,A) ile tanmimlayalim. Sonug olarak

¢, (x, 1), x € [—1,0)

b(x,A) = { b,(02),  x€(01]

ve

(X2 (x,0), x € [-1,0)
x(eA) = { (o, x€01]

fonksiyonlariin her biri (1.1) denklemini ve (1.2)- (1.3) gecis sartlarinin her ikisinide
saglar. (Mukhtarov ve Aydemir; 2015) deki yontemin aynisini uygulayarak, ¢(x,A) ve
x(x,A) ¢Oziimlerinin, her sabit x € [—1,0) U (0,1] igin kompleks A parametresinin tam
fonksiyonlar1 oldugunu ispatlayabiliriz. Adi diferansiyel denklemler teorisinden, sirasiyla
wi(A) = W(¢1(x, ), xq (x, 7\)) ve w,(A) = W(cbz(x, A), X2 (x, 7\)) Wronskian'larinin her
birinin [-1,0) ve (0,1] araliklarinda x noktasindan bagimsiz oldugu bilinmektedir. (2.2)

ve (2.4) baslangig sartlarini kullanarak

ax1(—0,1) ddp1(-0,2)
wi(N) =¢p; (—0,2) TRy (—0,2) H2 22

dx2(c+0,1) 02 (+0,1)
= y(2(+0,1) ZZEEDy, (+0,2) 20N

=yw, (D)
elde edilir. Simdi
w) =wi(A) = yw, (D)
tanimlayalim.
Teorem 2. 1. Bir A kompleks sayisinin (1.1) - (1.5) iletim-periyodik probleminin 6zdegeri

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A = (1 —x1(=1,0)(2(1,) = 1) + ¢5(1L, Vx1(-1,0) =0 (2.5)
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Ispat. yo(x, o), Ao Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. Buradan, ¢;(x,,) ve
xXi(x, Ay) ¢Oziimlerinin 2; (2, = [-1, 0), 2, = (0, 1]) araliklar1 tizerinde (1.1) denkleminin
lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugu goriiliir. Boylece yy(x,Ay) 6zfonksiyonu

hidy(x, o) + K1 x1(x, Ap), x € [-1,0)

hada(x,Ao) + Kax2(x,2g), x € (0,1] (2.6)

Yol ) = {

seklinde temsil edilebilir. Burada A4, h,, k4, k, katsayilarindan en az biri sifirdan farklidir.
Simdi (1.2)-(1.3) sinir ve iletim kosullarini uygulayarak
EiyO(x' }\0) = 0,1 = 1;2;3'4' (27)

elde ederiz. Bu esitlikler, i, A;, k4, k, degiskenlerine gore determinanti

1= d,(1,4) x1(—1,4¢)

A 41 (1,20) (=140 — 1

olan homoijen lineer bir cebirsel denklem sistemi olusturur.

Buradan
A(29)=(1 — x1(=1,20))($2(1, 49) — 1)+d5(1, 49) x1(—1,29)

elde edilir. (2.7) cebirsel lineer denklemler sistemi sifirdan farkli ¢6ziime sahip oldugu igin
A(A¢)=0. Simdi, A(A) fonksiyonunun herhangi bir sifir1 A = A, degerinin ele alinan (1.1) -
(1.5) probleminin 6zdegeri oldugunu gosterelim. Gergekten de, eger A(44)=0 ise, 0 zaman
(2.7) sisteminin sifir olmayan bir hy, h,, k;,K,. ¢oziimi vardir. Dolayisiyla (2.6) ile
tanimlanan sifir olmayan h4, f,, k4, k, fonksiyonlar: (1.1) denklemini ve (1.1)-(1.5) sinir

ve iletim kosullarini saglar. Bu ise Ay degerinin bir 6zdeger oldugu anlamina gelir.

3. Ozfonksiyonlar Sistemine Acihm ve Rayleigh Oram fle Ozdeger

Tahmini

Bu bolimde (1.4)-(1.8) periyodik Sturm-Liouville sinir-deger-gegis probleminin
ozfonksiyonlar sisteminin bazi nitel 6zelliklerini aragtiracagiz.

Tamm 3.1. [—1,0) ve (0,1] araliklarinin her birinde karesi integrallenebilir f ve g reel

fonksiyonlari i¢in

-0 1
(. g): = j FG) g0 dx + f () gGo)dx
1 +0

esitligi ile tanimli (f, g) sayisina bu fonksiyonlarin ig-¢arpimi denir.

Teorem 3.2. Kabul edelim ki f: [—1,0) U (0,1] — R fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:
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1. f fonksiyonu Vxe€[-1,0)U(0,1] noktasinda 2. mertecbeden siirekli
diferensiyellenebilir, yani f(x) € C?*[-1,0) @ C?[-1,0)
2. Sonlu £ (F0), k=0,1,2 limit degerleri mevcuttur.
3. f fonksiyonu (1.7)-(1.8) periyodik sinir sartlarini ve (1.5)-(1.6) gecis sartlarini
sagliyor.
O halde f fonksiyonu
R

u
(Up, Up)
n=1

£(x) = @ GBI

serisine acilabilir; burada u,(x), n=1,2,... (1.4)-(1.8) periyodik iki aralikli Sturm-
Liouville  sinir-deger-ge¢is probleminin tam ortogonal Ozfonksiyonlar sistemidir,
(3.1)serisi ise mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Bu teoremin ispati Mukhtarov ve Aydemir (2015) kaynagindaki Teorem 5.2. nin ispatina
tamamen benzer sekilde yapilir.

Lemma 3.3. (1.4)-(1.8) periyodik Sturm-Liouville  smir-deger-gegis probleminin
Ozdegerlerini Ay, A,,... ile bu Ozdegerlere sirasi ile uygun olan ozfonksiyonlar: ise

Uy (x), uy(x),... ile gosterelim. O halde her n=1,2,... i¢in
—o [ rduy, \° 1 ( rdu, \
I, (( Tr ) + q(x)u%) dx + [, <( Tr ) + q(x)u%) dx

f__lo ui(x)dx + f:o u2(x)dx

Ay =

1-8y up (=0)uy (=0)
8y f__lo u2(x)dx + fjo u? (x)dx

+ (3.2)

esitligi saglanir.
Ispat. A, sayisi1 (1.4)-(1.8) periyodik Sturm-Liouville smir-deger-gecis probleminin
0zdegeri u,, (x) ise bu 6zdegere uygun 6zfonksiyon oldugu igin

—u," () + q(un(x) = Lup(x),  x€[-1,0) U (0,1] (3.3)
Ozdesligi saglanir. Bu 6zdesligin her iki tarafin1 u, (x) ile carptiktan sonra elde edilen
esitligin [—1,0) ve (0,1] araliklarinda integralini alirsak ve de sinir-gegis sartlarindan da
yararlanirsak (3.2) esitligini elde ederiz.
Not. (3.2) esitliginin sag tarafina (1.4)-(1.8) periyodik Sturm-Liouville smir-deger-gecis
problemine uygun olan Rayleigh oran1 diyecegiz.
Tamm 3.4.D(R):={f:[-1,00 U (0,1] - R I f fonksiyonu [—1,0) ve (0,1]

araliklarinin
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her birinde siireklidir ve sonlu (0 +) = lirr&f(i le 1)  limitleri  mevcuttur, bu
&—
araliklarin her birinde ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilirdir ve sonlu f' (0 F),
f"(0F) tirevleri mevcuttur; f(—1)=f(1), f'(-1)=f'(1), f(-=0)=yf(+0),
f'(=0) = 6f'(+0)
sartlar1 saglanir, f fonksiyonu 6zdes olarak sifira esit degildir} kiimesinde
-0 1
Jo 24 q0fDdx + [ (f 2 + q(x)f2)dx
=0 £ L r2
Jo fPdx+ [, f?dx

1-6y f(=0)f 1(—0)
Sy [T frax+[. f?dx

R(f) =

+

(3.4)

esitligi ile tanimli fonksiyonele (1.4)-(1.8) periyodik iki aralikli Sturm-Liouville sinir-
deger-gecis probleminin Rayleigh fonksiyoneli diyecegiz.
Teorem 3.5. Kabul edelim ki §y = 1 esitligi saglansin. O halde (1.4)-(1.8) periyodik

Sturm-Liouville siir-deger-gecis probleminin ilk 6zdegeri igin

A, = min {% ( [ + qeofdx + [ (F2 + q(x)fz)dx) |fe D(R)} (3.5)

esitligi gegerlidir. Ayrica (3.4) esitliginin sag tarafi en kiiciik degerini f = u; noktasinda
alir, yani A; = R(u,) esitligi saglanir.

Ispat. Teorem 3.2 geregi her f € D(R) fonksiyonu (1.4)-(1.8) periyodik Sturm-Liouville
sinir-deger-gegis probleminin 6zfonksiyonlar sistemine agilabilir. Bu nedenle her f € D(R)

fonksiyonu i¢in (3.1) formiilii gegerlidir. Art arda iki defa kismi integrasyon uygulanirsa

S f "+ q f undx + [ (—f "+ q f Jupdax

= [(~w" + qupf)fdx + [ (~uy" + qu,) f dx
FW(Eu) 1Ly - W(Eu,) 1] (3.6)

esitligi elde edilir. Simdi (1.5)-(1.8) smur gegis sartlarini uygularsak
Wtu,)1t; =0
ve
W(tu,) 115 =
elde edilir. Ayrica
—u,"” + qu, = A\uy, (3.7)

esitliginin saglandigini dikkate alirsak ve iki kere kismi integrasyon uygularsak
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-0 1 -0 1
f (=f"+qf)lu,dx + f(—f "4+qfludx =24, f f updx + ffundx (3.8)
-1 +0 -1 +0
esitligini buluruz. Sonuncu esitlikten ve
A u)
" (U, up)

Fourier katsayilarindan yararlanarak
IS @ fdx+ [ (=f "+ q ffdx =(~f"+q f,E5t crun )
=Xn=iCnl{=f"+qf un )
=Yt AnCilun , Uy )
=2y Yoy Crttn , Uy ) (3.9)

esitsizligini elde ederiz. Diger taraftan, iki defa kismi integrasyon uyguladiktan sonra

sinir ve gecis sartlarindan da yararlanarak
-0 1
[rrvaryans [errraryfax
-1 +0

-0 ! 1 !
= [, ?+qfDde+ [ (f?+qf?) dx
esitligi elde edilir. Bu esitligi (3.9) da yerine yazarsak
o] Y ! 1 !
M X ilun un ) < [ (FP+qfde+ [ ((F?+qf?) dx (3.10)
esitsizligi bulunur. Eger (3.1) formuliiniin her iki tarafin1 u, (x) ile ¢arptiktan sonra

[—1,0) ve (0,1] araliklarinda integrallersek

(o]

]sz dx + Jlfz dx=Zc,% (Up , Uy ) (3.11)
21 0

n=1
Parseval esitligini buluruz. Ayrica (3.10) ve (3.11) den
-0 ! 1 !/
LU raf)det [0 +af?) dx
= -0 1
Jo frdx+ [ f?dx

esitsizligi bulunur. Diger taraftan, (3.12) {in sag tarafinda f(x) yerine u,(x) yazarsak

Ay (3.12)

sag taraf A, sayisina esit olacagi icin teoremin ispati tamamlanmis olur.

Sonug 1. Eger §y = liseve V x € [—1,0) U (0,1] i¢in q(x) = 0 ise o halde (1.1)-(1.5)
probleminin negatif 6zdegeri mevcut degildir.

Sonug 1. Eger §y = liseve V x € [—1,0) U (0,1] i¢in q(x) > 0 ise o halde (1.1)-(1.5)

probleminin tiim 6zdegerleri pozitiftir.
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